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58 CAPITULG 2. FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA DE MATERTALES

Ejemplo 2.10.1

Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos de la viga ABC de la Figura 2.22 sometida a
la accién de la carga p uniformemente repartida en el tramo BC.

Cdlculo de las reacciones

Teniendo en cuenta las condiciones de equilibrio de la estdtica (suma de fuerzas vertica-
les igual cero y suma de momentos respecto al apoyo A igual a cero, respectivamente),

%+Vc=pé ; Yoi=pé%l

Por tanto, las reacciones en log apoyos A y ' son :

yA:épl ; y :%pl

Ley de momentos flectores

puede escribirse:

La ley de momentos flectores se obtiene calculando, para una seccidn dada, el momento
resultante en la seccion de las fuerzas aplicadas a un lado de la misma. En el tramo AB,
para una seccion a una. distancia 2 del apoyo A, y caleulando dorsalmente, se tiene:

M(z) :)/A T = —é— plx

o sea, una ley lineal a lo largo del tramo AB, con un méximo en la seccién = = [/2, de
valor Mp = pi®/16. En el tramo BC, para una seccién a una distancia z del apoyo A,
y calculando dorsalmente, puede escribirse:

5
L op I\l 4z
M(z) —y41—5(1~§) =3 [WT+5$—E]

En este caso, la ley de variacién del momento flector es parabélica y la distancia a la que
se produce el valor maximo se obtiene derivando respecto a la variable 2 ¢ igualando a

e aM | 8 51
Mo Ppb_eT - I
BmMS[l_i.S]mo = TT %

y se tiene:

B 5l 9
Mpax = M(z = 8) = 758 pl

Obsérvese que la ley de fiectores es continua en el punto B, y también lo es su derivada.

© Los autores, 2003; © Edicions UPC, 2003,
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Fig. 2.22: Estructura del Ejemplo 2.10.1
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60 CAPITULG 2. FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA Di? MATERIALES

Ley de esfuerzos cortantes

Calculemos la resultante 3 en una seccién cualquiera de la viga sumando las fuerzas
aplicadas a um lado de la seccién. En este caso la resultante tiene como tnica compo-
nente el esfuerzo cortante @y y, por lo tanto, los axiles son nulos en toda la pieza.

En el tramo AB, calculando dorsalmente, se tiene que la ley de variacién es constante
de valor igual ala reaccic‘)n%. En el tramo BC, en una seccién situada a una distancia
z del apoyo A, y calculando dorsalmente, la proyeccién de R sobre la seccién es igual
a la suma de la reaccion y,q mds la resultante de la carga repartida comprendida entre
la seccién B y la seccién considerada; por tanto, la ley de esfuerzo cortante es lineal.

Se tiene:
Tramo AB @'y :)”A = w—%pl
{
Tramo BC @b:yA+p(m—3>=—gpl+pz

En las Figuras 2.23a, b y ¢ se representan las reacciones, diagramas de momentos
flectores y de esfuerzos cortantes, respectivamente. Se observa que a una variacién
constante del cortante le corresponde una variacién lineal del flector, y que a una
variacién lineal del cortante le corresponde una variacién parabdlica del flector.

Ejemplo 2.10.2

La viga ABCDE de la Figura 2.24 estd sometida a una carga puntual P de 200 kN en
la seccién B y a una carga uniformemente repartida p de 20 kN/m en el tramo CF.
Caleular y dibujar las leyes de esfuerzos.

Calculo de reacciones

Aplicando las condiciones de equilibrio (suma nula de fuerzas verticales, suma nula
de momentos respecto al punto A y momento flector nulo en las rétulas B y D), y
trabajando en kN y m, pueden escribirse las siguientes ecuaciones (ver Figura 2.25):

Ya Yo+ ¥e = 400
Ma+10Ve +20¥e = 4.000
Mag—bYs = 0
5V 250 = 0

Los autores, 2003; © Edictons UPC, 2003.
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Resolviendo estas ecuaciones, se obtienen los valores de las reacciones en el empotra-

miento 4 y en los apoyos €' y I

Y. = 100kN ; Vo = 250 kN
Ms = B0O0OKN -m ; Ve = B0kN

Ley de momentos flectores

En el tramo AB, cortando la estructura a una distancia = del apoyo A y calculando el

momento flector dorsalmente se obtiene:
M{z) = Mz +Ya x = —500 + 100z

que es una ley lineal. Para z = 5 m se tiene Mp = 0, como corresponde a una rétula.
En el tramo BC se tiene:

M(z) = —Ma+Ya @ — 200(z — 5) = 500 — 100z

que es también una ley lineal. Para x = 10 m se tiene el momento en el apoyo
Mo = =500 kN-m. En el tramo C'F, se tiene que:

M) = 500 —1002 + Yo (z — 10) - g(m — 10)?
= —3.000 + 350z — 10z?

que es una ley parabélica, con su valor méximo situado a una distancia Zmax del apoyo
A que puede determinarse igualando a cero la derivada de la ley de momentos respecto
a la variable . En este caso, ZTmax = 17,5 m y el valor del momento correspondiente
08 Mmax(® = Tmax) = 62,5 kN-n.

Ley de esfuerzos cortantes

Calculando la resultante de las fuerzas situadas a un lado de la seccién y determinando
la componente paralela a la misma se obtiene la variacién del esfuerzo cortante en cada
tramo de la estructura. En el tramo AB, y caleulando dorsalmente, dicha resultante es
constante e igual a Va:

@, = Y1 =-100kN

En el tramo BC, la resultante de las fuerzas a un lado de la seccidn es también un valor
constante, igual a la suma de la reaccién V4 més la fuerza aplicada en B:

@, = Vi + 200 = 100 N
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X 200 kN p =20 kN/m
' |
Ma NA B C D B
Z 7
I ol e 1 b
5m Sm ' Sm v 5m !
Fig. 2.24: Estructura del Ejemplo 2.10.2
a)
M= 500 kN P p= 20 kNm
A B cl E
D
V.= 100 kN Vc=250 kN V=50 kN
b)
500 500
|
[
(ED | (E:l) (D) Momentos
! r o flectores
IR [kN -]
l 162.5
' x=17.5m !
C) 150
100
fol }l‘:]l ] Esfuerzos
cortantes
o ) m
‘ 50
100

Fig. 2.25: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 2.10.2
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2.11. LEYFS DE FSFURRZ0S 63

Por iltimo, en el tramo CE y siguiendo el mismo procedimiento se obtiene:

@, =100 — 250 -+ 20(z — 10) = —350 4 20z

que es una ley lineal. Nétese que en cada tramo la ley de esfuerzos cortantes coincide
con la derivada de la ley de momentos Hectores respecto a la variable  (cambiada de
signo), tal como exige el equilibrio de la rebanada.

En las Figuras 2.25a, b y ¢ se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de
la viga ABC.

Ejemplo 2.10.3

La estructura ABCD de la Figura 2.26 estd empotrada en la seccién A y sometida
a una carga vertical p de 30 kN/m, uniformemente repartida sobre el eje de la viga
CRBD, inclinada un dngule o respecto a la horizontal, Calcular y dibujar las leyes de
esfuerzos.

3m

1.5m

2.5m

A
N7C
7

Fig, 2.26: Estructura del Fjemplo 2.10.3
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64 CAPITULO 2, FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA DE MATERIALES

Cidleulo de reacciones

Partiendo de las ecuaciones de equilibrio se caleulan en primer lugar las reacciones
externas. Imponiendo que la suma de fuerzas verticales y la suma de momentos en el
empotramiento A sean cero, se tiene (ver Figura 2.27a):

W = 30-7,5 — 225 kN

My = 225.(5—3,75)cosc = 225 kN - m

donde a es el dngulo de inclinacién de las barras BC' 'y BD.

Ley de momentos flectores

Calewando dorsalmente se tiene que la ley de momentos flectores en el pilar AB es
constante y de valor My = 225 kN-m. En la viga C'B, para una seccién a una distancia
s del extremo C' {ver Figura 2.27b), se tiene:

2
M(z) = —30s & = —15 52 = —15 —
2 cos (v
La ley de flectores es parabélica y para x = 2 m se obtiene Mp = 75 kN-m, valor del

momento flector en la seccién B del tramo C'B. Anslogamente, en la viga BD), para
una seccién a una distancia s del extremo D (ver Figura 2.27b) se obtiene:

I .’L%
M(z) =-30s1 — =151 21 =15
2 cos

ley parabélica que para x; = 4 m toma el valor del momento flector en la seccidn B del
tramo BD, Mp = —300 kN-m.

Ley de esfuerzos cortantes

Caleutando dorsalmente se tiene que la ley de esfuerzo cortante en el pilar A3 es cero.
Nétese que la ley de momentos flectores en el pilar AB es constante y, en consecuencia,
su derivada primera es nula.

En los tramos CB y BD se tiene, proyectando la resultante de fuerzas sobre el
plano de la seccidn:

@03 = 30 scosa = 30z
Q'J‘gp = (30 s—225)coscx = 30z 225coscx

Ambas leyes son lineales, como corresponde a una variacién parabdlica del flector.
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%
a) b) ®
p=30 kN/m D K //\
N
(©
A5
1B
L 3
\/ X Momentos
C E—— flectores
— {kIN-m]
O,
A
)(;225 kN 225
N A, =225 108 m
Xy
d)

5 \> 5 >
/A &®  Bsfuerzos \// /0/ o Esfuerzos

e corlantes I——--)E axiles
[kN] [kN]
o %I
225

Fig. 2.27: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 2.10.3

Ley de esfuerzos axiles

Calculando dotsalmente se tiene que la ley de esfuerzo axil en el pilar AB es de com-
presion, constante y de valor N = 225 kN.

En los tramos CB y BD la ley de axiles se obtiene proyectando la resultante de
fuerzas sobre la normal al plano de la seccién. Se tiene:

Ngp = 30 ssina
Ngp (30 s - 225)sine

I

Los autores, 2003; ® Edicions UPC, 2003,

85




66 CAPITULO 2. PUNDAMENTOS DE RESISTENCIA DI MATERIALES

Armnbas leyes son lineales, como corresponde a una carga uniforme. Obsérvese que, sobre
cada seccién, la compoesicién vectorial de los correspondientes esfuerzos cortante y axil
es igual a la resultante de fuerzas R sobre la seccidn, que es una fuerza vertical.

En las Figura 2.27 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la es-
tructura.

Ejemplo 2.10.4

El pértico de la Figura 2.28 estd sometido a una carga p de 20 kN/m, uniformemente
distribuida segiin la proyeccién horizontal del dintel BC, y a dos fuerzas concentradas
horizontales de 30 kN que actian en las secciones E y F' (estas fuerzas puntuales
representan un cable postesado anclado en las nudos E y F). Calcular y dibujar las
leyes de esfuerzos.

p=20 kN/m
C_,
2m
o
B 4
2m
E p—erimn— B S— Lr—
30 kN 30N
2m
D

% 8
tya i "

! 10m

Fig. 2.28: Estructura del Ejemplo £2.10.4
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2.11. LEYRS DE RSFURRAOS 67

Cdlculo de reacciones

Se caleudan en primer lugar lag reacciones en los apoyos utilizando las condiciones de
equilibrio, Se obtiene que la reaccién horizontal H 4 es nula y:

Ya+Yo = 20
10Yp = 20-10-5
v, por lo tanto:
Y1 =100kN : Yo = 100 kN
Ley de momentos Hectores

En los tramos AE y DF' de ambos pilares la ley de momentos flectores es nula. Conti-
nuando con el pilar AB, a partir de la seccién F, y calculando dorsalmente, se obtiene:

M(s) = —30s

siendo s la distancia desde E. Fs una ley de variacién lineal que para s = 2 m propor-
ciona el valor del momento flector en la seccidn B, Mg = —60 kN-n1.
Andlogamente, en el pilar DC' se obtiene:

M(s1}=~-30s1

siendo s7 la distancia desde F. Es una ley de variacién lineal que en la seccién C
(81 = 4 m) toma el valor Mg = —120 kN.m.
En el dintel BC, para una seccion a una distancia z de la seccién B, se tiene

) 2
ﬂﬂr(.‘}:)ﬁyASﬂ“—i%O (2+Ea¢) —20% = —60 + 94 2 — 1022

gue es una ley parabdlica, con su valor méaximo situado a una distancia Zpax de la
seccién B, que puede determinarse igualando a cero la derivada de la ley de momen-

tos respecto a la variable . En este caso, Zmax = 4,7 m y el valor del momento

correspondiente 68 Mpax (T = Tmax) = 160, 9 kN-m.

Ley de esfuerzos cortantes

] esfuerzo cortante en el primer trammo AE del pilar AB es nulo. A partir de la seccidn
E el valor del esfuerzo cortante coincide con la fuerza horizontal aplicada en dicha
seccién. Por tanto, la ley es constante y de valor:

@ = 30 kN
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68 CAPITULGO 2. FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA DE MATERIATES

a)
=20 kN/m

| fpresn—tip— F
30 kN J0KN
A D
)55100 kiN YD= 100 kN Momentos
flectores
[kN:m]
X
d) 98
49
-—'G“—‘
o
- %
|
4.70m
160 100
Esfuerzos Esfuerzos
cortantes axiles
[kN] [kIN]

Fig. 2.29: Leyes de csfuerzos del Bjemplo 2.10.4

Andlogamente, en el pilar DC' se tiene un valor de cortante nulo hasta la seccién F.
En el tramo de pilar F'C la ley de esfuerzo cortante es constante, de valor coincidente
con €l valor de la fuerza horizontal aplicada en #*

@rc = 301N
En el tramo BC, inclinado un dngulo « respecto a la horizontal, para una seccién
situada a una distancia z del extremo B la proyeccién de la resultante de las fuerzas
sobre el plano de la seccidn es igual a:

@BC = (~Va + 20 z) cos e + 30 sin v

que es una ley lineal, de valor T = —92,17 kN para la seccién B (z = 0). Nétese que
para z: = 4,7 m el valor del esfuerzo cortante es cero, como corresponde a la seccion de
méximo momento en el tramo BC.
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2.11. LEYES DE ESFURRZQS 69

Ley de esfuerzos axiles

En los pilares AB y CD los axiles son de compresion, constantes y de valor igual a las
reacciones verticales en los respectivos apoyos, Por tanto,

Nap = Ngop =100 kN
En el tramo BC, calculando dorsalmente, se tiene
Npe = (—100+ 20 z) sin @ — 30cos

que es una ley lineal, con los valores extremos Ng = —49 kN y N¢g = —9,8 kN para las
secciones B y ', respectivamente.
En las Figura 2.29 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la es-

tructura.

Ejemplo 2,10.5

Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos para la estructura de la Figura 2.30, sometida
a una fuerza horizontal I actuando en la seccién D, l VA'

-— B %\' q———-‘
x’Al
2
—3—?1
- C
!
¥
Xﬂwm‘aA 7 BI‘-—
| |
/3 2, L
3 3

fig. 2.80: Estructura del Ejemplo 2.10.5
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70 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE RESISTRNCIA DE MATERIALES

Csdlculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las condiciones de
equilibrio de fuerzas y momentos (en A) y la condicién de momento flector nulo en la
rétula ' (calculado dorsalmente). Se tiene (ver Figura 2.31a):

VYo ¥ = 0

VA—)"A» = 0
}fA;a—y}pa 0
kX -

Ya=Yu=F ; Ma=2F i Mu=F

de donde:

Ley de momentos flectores

En el pilar AB, para una seccién situada a una distancia y del apoyo A, se tiene

Map =—}(Ay:“2F”y ‘

ley de momento flector lineal, que para y = a, proporciona el valor del momento flector
en la seccién B, Mg = —2Fa. En el pilar B’ A’, para una seccién situada a una distancia
(@ —1y) de la seccién A’ se tiene

I\JB:AJ :}{A' (aéy) =F(a-—y)

ley de momentos lineal con valor méximo Mp = Fa. FEn el trame BB, para una
seccién situada a una distancia z,y del apoyo A, puede escribirse

Mgy = —XA y-{—yA €T o= F(:L — Zy)

ley de momento flector lineal, con valores extremos Mp = —2l'a y Mp: = Fa.

Ley de esfuerzos cortantes

Al ser lineales las leyes de flectores en todas las barras, los cortantes son uniformes en
cada una de ellas. En los pilares se tiene

Gur = ﬁgr = 2F
Epw = ¥u =T
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a e b
) Y.=F )
=F 2F,
e X :
~~
H
C iy
NS
=2F
e |, -F %)
B' F,
=F Momentos
ﬁ flectores
c) M2 ) \z
2 —F
2
T T
f
¥ T F F
Esfuerzos Esfuerzos
cortanies axiles

Fig. 2.31: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 2.10.5

valores coincidentes con las reacciones horizontales. En la barra BB’ se tiene
V2 3/2
§ o = F
@BE 5 (YA +'¥A) 5

Ley de esfuerzos axiles

Procediendo de manera similar al apartado anterior, se halla la componente de R normal
a las secciones, y se obtienen los valores del esfuerzo axil, constantes en cada pieza.:

Nap=-F ; Npp =-—

2
\g—F i Npg=-—F

Fn las Figura 2.31 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la es-
tructura.

© Los autores, 2003; © Edisions UPC, 2003,

91




T2 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE RESISTENCIA DE MATERIALES

Ejemplo 2.10.6

T pértico isostdtico de la Figura 2.32 estd sometido a una carga p de 20 kN/m, uni-
formemente distribuida en el dintel BD. Calcular y dibujar las leyes de esfuerzos.

p=20 kiN/m
+— B D
C
2m
o
S5m
¥
Xﬁ 5 4—A - E )(E

XA‘% 2m ! 5m ! 2m ?YE

Fig. 2.32: Estructura del Ejemplo 2.10.6

Cidlculo de reacciones

Se calculan en primer lugar las reacciones en los apoyos utilizando las ecuaciones de
equilibrio y la condicién de que el momento flector en la rétula sea nulo. Se tiene {ver

Figura 2.33a):
Kot - o
YA‘FyE = 20-5
9

A = 20-5-4,5
¥4~ 5Ka = 20-2:1
y, por tanto, las reacciones son:
Ya=Ye=50kN ; M= K =32kN

Obsérvese que las reacciones son simétricas, a pesar de la posicién asimétrica de la

rdtula.
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2.11. LEYES DF ESFURRZ0S 73

Ley de momeittos flectores

En una seccién genérica del tramo AB, utilizando los ejes de referencia (z,y) de la
Figura 2.32 y calculando de forma dorsal, se tiene:

Map = VA z—Kay
= bz-32y
ley lineal con valor mdximo Mp = —60 kN-m. En el tramo DFE, procediendo ahora

frontalmente, se obtiene también una ley lineal, simétrica respecto al eje vertical que
pasa por el centro del dintel:

Mpe = Ys(@-ua)- Koy
= 50(9—2)-32y
Fn el dintel BD, trabajando dorsalmente, se puede escribir:

Mpp = }’Am~§(Ay—g(;ﬂ—2)2

20 9 9
= 50:3—32-5“5(3;“—2) =-10z"+90z — 200

que es una ley parabélica que se anula en la rétula y tiene valores méximos en los
extrernos Mp = Mp = —60 kN-m. El valor del flector en el centro es de 2,5 kN-m.

Obsérvese que, dada la simetrfa de lag cargas y reacciones, los flectores en la estruc-
tura son simétricos respecto al eje vertical central.

Loy de esfuerzos cortantes

En los pilares AB y DE los cortantes son constantes, ya que la ley de flectores en
ellos es lineal. Su valor se obtiene proyectando sobre la seccién las componentes de la
reaccién en A y K, respectivamente:

Tap = —YAcosaJrE/Asino: = 11 kN
Thrp = —yEcosa-l—ﬁfgsina = 11 kN

donde o es el dngulo de inclinacién de los soportes. En el tramo BD, calculando
dorsalmente, se tiene

Tep = —yA+P($*9)
~ 5020 (z —2)

que es una ley lineal con valores extremosQ:B == JYA y@p = YE, v de valor nulo en el
centro del dintel, por simetria.
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Fig. 2.83: Leyes de esfuerzos del Fjemplo 2.10.0

Ley de esfuerzos axiles

Procediendo de manera similar, se calculan los axiles en cada barra. Sobre los sopor-
tes, basta con proyectar sobre sus direcciones respectivas las reacciones horizontales y
verticales de los apoyos correspondientes. En el dintel se sigue el mismo procedimiento,
ya que la proyeccién de la carga lateral sobre la barra es nula.

Se obtienen asf las leyes de esfuerzos axiles

Nap = Npgp = —WA sina-k}{,lcoso:) = —58,3 kN
Nop = —-¥a = —-321N

Se observa que son leyes constantes en cada tramo y, ademds, son simétricas.

En las Figura 2.33 se representan las reacciones y las leyes de esfuerzos de la es-
tructura.
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